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V diplomskem delu na kratko predstavimo Brouwerjev izrek o negibni točki in izrek
o neobstoju retrakcije. Izkaže se, da sta izreka ekvivalentna, kar v delu tudi doka-
žemo. Predstavimo osnove simpleksov in simplicialnih kompleksov. Na koncu dela
posplošimo izrek o neobstoju retrakcije na razred kompaktnih dvodimenzionalnih
poliedrov. Delo zaključimo z zgledom, ki pokaže, da ekvivalenca prej omenjenih
izrekov pri naši posplošitvi ne velja.
Generalized Brouwer theorem
Abstract
In this thesis, we briefly present Brouwer fixed point theorem and the no retrac-
tion theorem. It turns out that the theorems are equivalent, which we also prove
in this thesis. We present the basics of simplices and simplicial complexes. At the
end of this thesis, we generalize the no retraction theorem to a broad class of com-
pact 2-dimensional polyhedra. We conclude with an example that shows that the
equivalence of the aforementioned theorems in general does not hold.
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1. Uvod
Brouwerjev izrek je dobil ime po izjemnem nizozemskem matematiku Luitzenu
Egbertusu Janu Brouwerju (slika 1), ki se lahko pohvali z vrsto pomembnih rezulta-
tov s področja topologije. Rodil se je 27. 2. 1881 na Nizozemskem. V svoji karieri je
dokazal vrsto izrekov na področju topologije, ki se je v njegovem času odcepila kot
samostojna veja matematike. Brouwer je diplomiral na univerzi v Amsterdamu, kjer
je kasneje postal tudi univerzitetni profesor. Svoje najpomembnejše rezultate je pri-
speval v letih med 1909 in 1913. Za svoje dosežke je bil izvoljen tudi v tujega člana
Londonske kraljeve družbe za izboljšanje naravne vednosti. Njegovi najpomemb-
nejši rezultati so izrek o negibni točki, topološka invariantnost stopnje preslikave in
topološka invariantnost dimenzije, vrsto drugih pa bralec lahko najde v [9].
Slika 1. L. E. J. Brouwer, [9].
V tem delu se bomo posvetili prvemu izmed treh navedenih rezultatov. Izkaže
se, da je izrek o negibni točki ekvivalenten izreku o neobstoju retrakcije in tudi
izreku, da sfera ni kontraktibilna, tj. da je ne moremo stisniti v eno samo točko, ne
da bi jo »pretrgali«. V tem delu se bomo posvetili samo ekvivalenci med izrekom
o negibni točki in neobstoju retrakcije, kaj o tretji ekvivalentni izjavi pa si lahko
bralec pogleda v [6].
V osnovi gre za topološki problem, naš dokaz pa bo slonel bolj na analitičnih
metodah z zametki analize na mnogoterostih. Dokazali bomo izrek o neobstoju
retrakcije, izrek o negibni točki pa bo sledil dokaj elementarno.
V nadaljevanju se bomo nekoliko odmaknili od izreka o negibni točki in se bolj
posvetili izreku o neobstoju retrakcije, ki ga v zadnjem vsebinskem poglavju tega
dela posplošimo in dokažemo. Na koncu dela bomo podali primer, ki pove, da
se ekvivalenca med prej omenjenima izrekoma ne posploši. Pri sami formulaciji
posplošitve in tudi dokazu bomo potrebovali simplekse in simplicialne komplekse.
Te bomo spoznali v tretjem poglavju, nekaj dodatnih pojmov, ki pa jih bomo zaradi
enostavnosti in za naše potrebe definirali samo za dimenzijo 2, bomo spoznali tudi v
poglavju 4.1. Naš pristop bo zelo intuitiven in geometrijski, vse pojme pa se trudimo
ponazoriti tudi z zgledi in slikami. Ideja je, da si bralec s primeri predstavlja bistvo
in tako razume osnovne pojme.
Simpleksi in simplicialni kompleksi v našem delu bodo predstavljeni oprijemljivo,
njihova uporaba v algebraični topologiji pa je izrednega pomena. Bistveno vprašanje
topologije je, kdaj sta dva prostora homeomorfna. Najbolj enostavno je homeomorf-
nost dokazati tako, da preprosto navedemo homeomorfizem. Težava pa se pojavi,
kadar sumimo, da dva prostora nista homeomorfna. Ker je težko preveriti vse mo-
žne preslikave med dvema prostoroma, se raje poslužimo topoloških invariant. To
so lastnosti prostora, ki se ohranjajo s homeomorfizmi. Veliko topoloških invariant
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je dokaj oprijemljivih in si jih lahko predstavljamo. Take bi bile na primer pove-
zanost, povezanost s potmi, kompaktnost, število komponent in druge. Kasneje pa
so se pojavile tudi bolj abstraktne invariante, na primer z uporabo abstraktne alge-
bre. Ena pomembna, ki je lahko povezana s simplicialnimi kompleksi, je homološka
grupa. Definicija homološke grupe sloni na kvocientih jeder in slik homomorfiz-
mov med določenimi grupami, ki jih na neki način določajo simpleksi simplicialnih
kompleksov.
Mi bomo z uporabo simpleksov in simplicialnih kompleksov dokazali, da retrakcija
iz kompaktnega dvodimenzionalnega poliedra, na njegov rob ne obstaja. Tako bo
naše delo precej teoretične narave. Čeprav teme, ki jih v tem delu obravnavamo,
na prvi pogled nimajo praktične uporabe, to ni res. V zadnjem času matematiki
velik izziv predstavlja tudi računalništvo. Razvija se tudi veliko interdisciplinarnih
področij med matematiko in računalništvom. Eno je računska topologija, ki se
ukvarja s problemi, kjer je velika natančnost nepomembna. Tako lahko na primer s
topološkimi pristopi obdelujemo ogromne količine podatkov, modeliramo omrežja,
rekonstruiramo objekte iz vzorca točk ali pa celo določamo premikanje robota v
prostoru.
Z računsko topologijo se v tem delu ne bomo ukvarjali, naj pa služi kot dobra
motivacija za študij tudi bolj abstraktnih področij matematike.
2. Brouwerjev izrek
V tem poglavju bomo na kratko predstavili Brouwerjev izrek o negibni točki in
njemu ekvivalentno izjavo. Dobili bomo občutek za ta izrek, ki nam bo pomagal pri
razumevanju posplošitve tega pomembnega izreka v zadnjem vsebinskem poglavju.
Velikokrat se bomo srečali s pojmom n-dimenzionalne krogle, ki jo bomo označe-
vali z Bna = {x ∈ Rn| ∥x∥ ≤ a}, kjer je ∥x∥ običajna evklidska norma v evklidskem
prostoru Rn. Večinoma bomo govorili le o Bn1 , zato bomo indeks v tem primeru
izpustili. Nadalje bomo s Sn−1 označili rob množice Bn, čemur bomo rekli enot-
ska sfera. Na obe tako definirani množici bomo gledali kot na topološka prostora,
opremljena z običajno evklidsko topologijo. V nadaljevanju se bomo ukvarjali le s
topološkimi prostori, zato bomo besedo »topološki« navadno izpustili.
V tem poglavju bomo obravnavali dva pomembna izreka. Najprej se bomo srečali
z Brouwerjevim izrekom o negibni točki, nato pa še z izrekom o neobstoju retrakcije,
ki ga bomo v četrtem poglavju posplošili.
Čeprav bi nam morali biti pojmi, ki jih izrek obravnava, že dobro znani, si za
osvežitev spomina najprej poglejmo definicijo, ki jo bomo uporabljali.
Definicija 2.1. Naj bo f zvezna preslikava iz prostora X nazaj vase. Tedaj ima
preslikava f negibno točko, če obstaja tak element x iz prostora X, da velja f(x) = x.
Pravimo, da ima prostor X lastnost negibne točke, če ima vsaka zvezna preslikava f
iz prostora X nazaj vase negibno točko.
Čeprav definicija ni preveč zapletena, si za lažje razumevanje poglejmo kratek
zgled, ki nam bo dal tudi nekaj zagona za naprej.
Zgled 2.2. Pokažimo, da ima interval [−1, 1] lastnost negibne točke.
Če sledimo definiciji, opazimo, da moramo pokazati, da ima vsaka zvezna presli-
kava, ki slika iz intervala nazaj vase, negibno točko. Označimo to poljubno presli-
kavo s f . Pokažimo, da ima negibno točko. Iskanje negibne točke pomeni reševanje
enačbe f(x) = x, kar lahko ekvivalentno zapišemo kot f(x) − x = 0. Sedaj levo
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stran enačbe proglasimo za neko novo funkcijo g. Poračunamo vrednosti funkcije v
krajiščih intervala in dobimo g(−1) = f(−1) + 1. Ker zvezna preslikava f zavzema
vrednosti med −1 in 1, ima preslikava v levem krajišču vrednost med 0 in 2. Po
drugi strani pa v desnem krajišču velja g(1) = f(1) − 1, kjer torej iz istih razlogov
preslikava g lahko zavzame vrednosti med −2 in 0. Na tem mestu lahko pričakujemo
troje. Prvič, da je g(1) = 0, kar bi pomenilo, da je točka 1 negibna točka funkcije
f . Drugič, da je g(−1) = 0, kar bi pomenilo, da je −1 negibna točka funkcije f .
Tretjič, da je v krajiščih preslikava g različno predznačena, kar pomeni, da mora
zaradi zveznosti f in posledično zveznosti g nekje na intervalu funkcija g zavzeti





Slika 2. Graf zvezne funkcije f vedno seka simetralo lihih kvadrantov.
Grafično to lahko vidimo na sliki 2. Vidimo, da na danem intervalu zvezna pre-
slikava f nikakor ne more priti iz leve strani na desno stran, ne da prečka rdečo črto
(simetralo lihih kvadrantov). ♢
Če se ob tem zgledu za trenutek ustavimo, opazimo, da je naš interval pravzaprav
B1 iz zgornje definicije, torej enodimenzionalna krogla in ima lastnost negibne točke.
V nadaljevanju nas bo zanimalo, ali ima morda to lastnost tudi večdimenzionalna
krogla. Izkaže se, da jo ima, kar nam bo povedal naslednji izrek.
Izrek 2.3 (Brouwerjev izrek o negibni točki). Vsaka zvezna preslikava iz Bn v Bn
ima negibno točko.
Dokaz v dimenziji 1 smo videli v zgledu 2.2, a čim se prestavimo v višje razsežnosti,
dokaz ni več tako preprost. Zaenkrat bomo dokaz odložili, saj ga bomo kasneje
dokazali kot posledico izreka 2.7. Preden se lotimo tega izreka, si poglejmo še eno
pomembno definicijo in nekaj zgledov.
Definicija 2.4. Naj bo X prostor in A ⊆ X njegov podprostor. Pravimo, da je
podprostor A retrakt prostoraX, če obstaja zvezna preslikava r : X → A, imenovana
retrakcija, z lastnostjo r(a) = a za vse elemente a iz prostora A, tj. preslikava r je
na množici A identiteta, kar pišemo kot r|A = id.
Čeprav definicija na prvi pogled zgleda nenavadna, je ideja v ozadju zelo preprosta.
Bistvo je v tem, da nek prostor preslikamo na podprostor, pri tem pa pazimo, da
to naredimo zvezno in da podprostora s tem nismo »pokvarili«. Za lažjo predstavo
nam bo služil naslednji zgled.
Zgled 2.5. Naj bo prostor I = [0, 1] enotski interval. Pokažimo, da je podprostor
{1} retrakt prostora I.
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Da bi to pokazali, moramo poiskati retrakcijo iz prostora I v prostor {1}. To
naredimo čisto preprosto tako, da definiramo preslikavo r : I → {1}, za katero za
vsak x ∈ I velja r(x) = 1, torej za r vzamemo konstantno preslikavo. Preslikava r
je očitno zvezna, saj je konstantna, konstantna preslikava pa je zvezna. Na prostoru
{1} je preslikava r identiteta, kar pa pomeni, da je retrakcija. ♢
Zgornji zgled lahko nekoliko posplošimo, če namesto prostora I vzamemo poljuben
neprazen prostorA, namesto prostora {1} pa vzemimo prostor {a}, kjer je a poljuben
element iz prostora A. Če preslikavo r definiramo kot r(x) = a, je ta preslikava
očitno retrakcija, saj je zvezna, točka a pa se preslika sama vase.
Zelo podobno vidimo, da je poljuben zaprti interval J = [a, b], ki je vsebovan v
nekem drugem intervalu K, njegov retrakt, če preslikavo r definiramo s predpisom
r(x) =
⎧⎪⎨⎪⎩
x ;x ∈ J
a ;x ≤ a
b ;x ≥ b
.
Preslikava je očitno zvezna na vsakem kosu posebej, na presekih pa se predpisi
ujemajo, torej je preslikava r zvezna povsod. Na intervalu J je r identiteta, torej je
interval J retrakt intervala K.
Zgled 2.6. Nekoliko bolj zanimiv primer je, če vzamemo množico Bn\{0n} in pre-
verimo, da je Sn−1 retrakt te prebodene krogle.
Za preslikavo vzemimo r(x) = x∥x∥ , kjer je x ∈ B
n\{0n}. Ta preslikava je dobro
definirana, saj točka {0n}, kjer bi potencialno lahko nastal problem, ni v naši mno-
žici, in očitno zvezna. Velja tudi, da poljuben x ∈ Sn−1 preslikava r preslika nazaj v
x, saj so ti vektorji že dolžine 1. Iz tega zaključimo, da je sfera res retrakt prebodene
krogle. ♢
Retrakciji iz zgleda bomo v nadaljevanju rekli kar standardna retrakcija.
Tukaj se pojavi vprašanje, ali bi kaj podobnega lahko naredili za Bn. Opazimo,
da preslikava iz prejšnjega zgleda ne bo dobra, saj v točki {0n} ni dobro definirana.
Ali se da to kako popraviti? Izkaže se, da retrakcija iz krogle na rob ne obstaja,
kar je precej enostavno videti v primeru, ko je n enak 1. O tem se lahko hitro
prepričamo. Vzemimo B1, kar je ravno interval [−1, 1] in radi bi našli retrakcijo v
množico {−1, 1}. Da to ne gre, sledi iz dejstva, da taka preslikava ne bo niti zvezna,
saj je interval povezan prostor, medtem ko prostor {−1, 1} ni povezan. V splošnem
pa velja naslednji izrek.
Izrek 2.7. Ne obstaja retrakcija iz Bn v Sn−1.
Dokaz tega izreka je večinoma povzet po dokazu, ki ga bralec lahko najde v [6,
stran 7 in 8].
Ta izrek bomo dokazali s protislovjem in pomočjo dveh pomožnih trditev. Doka-
zali bomo, da če bi retrakcija obstajala, bi morala obstajati tudi zvezno odvedljiva
retrakcija. Potem bomo z uporabo Brown-Sardovega izreka izpeljali protislovje.
Tega izreka ne bomo formulirali ali dokazovali, saj bi zahteval vpeljavo kar nekaj
novih pojmov, ki jih sicer v delu ne bomo potrebovali. Bralec lahko formulacijo in
dokaz najde v [6], več o njem pa si lahko prebere tudi v [2].
Lema 2.8. Za poljubni realni števili a in b, kjer je 0 < a < b, obstaja gladka
preslikava λ : Rn → [0, 1], ki je na Bna identično enaka 1 in ima nosilec vsebovan v
Bnb .
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Dokaz. Definirajmo preslikavo ψ : R → R, ki je podana s predpisom
ψ(t) =
{︄
e−1/t ; t > 0
0 ; t ≤ 0
.
Preslikava ψ je gladka, saj je gladka na vsakem kosu posebej, v točki 0 pa se vsi







kjer je p ploščina območja pod grafom preslikave χ. Funkcija φ slika v interval [0, 1].
Za t ≤ a ima vrednost 1, za t ≥ b pa vrednost 0. Definiramo
λ(x) = φ(∥x∥),
kar je ravno preslikava, ki jo iščemo. □
Lema 2.9. Če je preslikava f : Bn → Sn−1 retrakcija, potem obstaja gladka presli-
kava g : Bn → Sn−1, ki se v okolici sfere ujema s standardno retrakcijo.
Dokaz. Najprej bomo poiskali gladko preslikavo, ki bo vse točke preslikala stran od
izhodišča, nato pa jo bomo komponirali s standardno retrakcijo, ki je prav tako
gladka. Posledično bo kompozitum iskana gladka retrakcija.
Vsako zvezno preslikavo f lahko po komponentah, po Stone-Weierstrassovem iz-
reku, na kompaktu Bn poljubno dobro aproksimiramo s polinomom. Definiramo
preslikavo h : Bn → Rn, ki aproksimira preslikavo f tako, da za vsak x ∈ Bn velja,
da sta sliki f(x) in h(x) oddaljeni za največ 1/2. Od tod sledi, da izhodišče ne bo
v sliki preslikave h, saj ima preslikava f vrednosti na Sn−1.
Naj bo r standardna retrakcija. Tedaj je razlika f − r zvezna preslikava, ki je
na Sn−1 identično enaka 0, torej za vsak y ∈ Sn−1 velja ∥f(y)− r(y)∥ = 0. Zaradi
zveznosti razlike f − r obstaja tak εy > 0, da je za vsako točko x ∈ K(y, εy) norma
razlike ∥f(x)− r(x)∥ manjša kot 1/2. Unija
⋃︁
y∈Sn−1(K(y, εy) ∩ Sn−1) tvori odprto
pokritje (metričnega) kompakta Sn−1 in zato obstaja tako Lebesgueovo število λ, da
vsaka krogla s središčem v Sn−1 in radijem λ v celoti leži v krogli K(y, εy) za neki
y ∈ Sn−1. Izberemo ε = λ/2 in sklenemo, da sta za poljubno točko x ∈ Bn, ki je od
sfere Sn−1 oddaljena za manj kot 2ε, sliki f(x) in r(x) oddaljeni za manj kot 1/2.
Naj bo preslikava φ : Rn → [0, 1] gladka in naj velja, da ima vrednosti 1 na množici
Bn1−2ε, nosilec pa naj bo vsebovan v Bn1−ε (taka preslikava obstaja po lemi 2.8). Tedaj
je preslikava g̃ : Bn → Rn, ki jo definiramo kot
g̃(x) = φ(x) · h(x) + (1− φ(x)) · r(x),
gladka preslikava, ki se v epsilonski okolici sfere ujema s standardno retrakcijo r.
Pokažimo še, da preslikava g̃ v sliki ne vsebuje točke 0n. Recimo, da jo vsebuje.
Torej obstaja x ∈ Bn, da je g̃(x) = 0 in velja φ(x) · (h(x) − r(x)) = −r(x). Če
pogledamo normo izrazov na obeh straneh, dobimo, da je norma na desni strani
enaka 1, na levi strani pa lahko ocenimo
φ(x) ∥h(x)− r(x)∥ ≤ φ(x)(∥h(x)− f(x)∥+ ∥f(x)− r(x)∥) < φ(x),
torej, ko pogledamo levo in desno stran enačbe, dobimo 1 < φ(x), kar pa je nesmisel,
saj φ slika v interval [0, 1]. Zaključimo, da točka 0n ni v sliki preslikave g̃.
Iskano gladko preslikavo g torej dobimo kot kompozitum preslikave g̃ in standar-
dne retrakcije r, torej g = r ◦ g̃. □
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Sedaj, ko imamo pripravljeni lemi, bomo lahko s pomočjo Brown-Sardovega izreka,
dokazali izrek 2.7.
Dokaz izreka 2.7. Dokaz bo potekal s pomočjo kontrapozicije.
Po lemi 2.9 lahko predpostavimo, da obstaja gladka preslikava, ki se v okolici U
(obrobek širine ε > 0) sfere Sn−1 ujema s standardno retrakcijo in jo označimo s f .
Po Brown-Sardovem izreku je množica regularnih vrednosti preslikave f , to so točke
v katerih je rang diferenciala preslikave f maksimalen možen, gosta v Sn−1, torej
obstaja tak y ∈ Sn−1, da je rang diferenciala preliskave f v vsaki točki x ∈ Bn, za
katero je f(x) = y, maksimalen. Naj bo K = f−1({y}). Tedaj je K ∩ intBn gladka
podmnogoterost (brez roba) dimenzije 1, kar sledi iz izreka o implicitni preslikavi.
Robne točke množice K so tako kvečjemu na robu Bn, ampak ker je preslikava
f identiteta na robu, je taka točka lahko le y. Ker je preslikava f v okolici U sfere
Sn−1 identična standardni retrakciji, je presek množice K z okolico U kar množica
{ty | t ∈ (1−ε, 1]}, zato je y res robna točka množice K, torej je K krivulja z robom.
Komponenta v K, ki vsebuje y, je torej povezana in, ker je zaprta v K, ta pa
je zaprta v kompaktu Bn, tudi kompaktna. Torej je homeomorfna bodisi krožnici,
bodisi zaprtemu intervalu. To pa ni možno, saj ima K natanko eno robno točko, tj.
y.
Prišli smo torej v protislovje, kar pomeni, da retrakcija iz Bn v Sn−1 ne obstaja.
□
Obstaja veliko različnih dokazov tega izreka, ki uporabljajo drugačne, prav tako
zanimive ideje. Nekaj jih lahko bralec najde v [6]. Bolj zahtevni bralec pa lahko
v 6. poglavju [2] najde zanimiv dokaz za neobstoj gladke retrakcije kot posledico
Stokesovega izreka.
Opomba 2.10. V dokazu smo uporabili pojem gladke mnogoterosti, za katerega
predpostavljamo, da je bralec z njim seznanjen. V naslednjih poglavjih pa gladkost
za nas ne bo pomembna in se z njo ne bomo ukvarjali, večkrat pa bomo omenili
pojem topološke mnogoterosti. Ne bomo ga potrebovali toliko kot orodja za delo z
njim, pač pa nam bo služil kot motivacija za delo na bolj splošnih topoloških prosto-
rih. Želeli bomo, da se definicije in izreki iz teh splošnejših prostorov prenesejo na
topološke mnogoterosti. Zato je smiselno, da si na tem mestu pogledamo definicijo
topološke mnogoterosti.
Definicija 2.11. Topološka mnogoterost dimenzije m ∈ N0 je Hausdorffov topološki
prostor M s števno bazo, v katerem ima vsaka točka x ∈M odprto okolico U ⊆M
homeomorfno Rm ali Rm+ . Tako okolico imenujemo evklidska okolica.
V nadaljevanju bomo s pojmom mnogoterost imeli v mislih topološko mnogote-
rost.
Ko smo se prepričali, da izrek 2.7 res drži, se spomnimo, da smo dokaz izreka
2.3 odložili, saj smo ga obljubili kot posledico izreka 2.7. Izkaže pa se celo več, in
sicer izrek 2.3 ni zgolj posledica izreka 2.7, ampak velja celo obrat, torej sta si izreka
ekvivalentna, kar bomo na tem mestu dokazali, saj je dokaz dokaj enostaven.
Izrek 2.12. Izreka 2.3 in 2.7 sta ekvivalentna.
Dokaz. (⇒) Predpostavimo, da izrek 2.7 ne velja. Torej imamo retrakcijo r : Bn →
Sn−1. Dokažimo, da potem obstaja zvezna preslikava f : Bn → Bn, ki nima negibne
točke. Definirajmo preslikavo f(x) = −r(x), kjer je r retrakcija iz predpostavke.
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Vemo, da se bodo točke iz notranjosti krogle preslikale na rob krogle, zato negibna
točka, če obstaja, zagotovo leži na robu krogle. Naj bo x ∈ Sn−1 tak, da zadošča
enačbi f(x) = x. Tedaj velja
x = f(x) = −r(x) = −x,
kar velja le, če je x = 0, kar se ne more zgoditi, saj smo ga izbrali na enotski sferi,
ki ne gre skozi izhodišče. Našli smo torej zvezno preslikavo, ki nima negibne točke,
kar pa je v nasprotju z izrekom 2.3.
(⇐) Predpostavimo zdaj, da obstaja zvezna preslikava f : Bn → Bn, ki nima
negibne točke, in poiščimo retrakcijo r : Bn → Sn−1.
Naj bo x ∈ Bn poljubna točka in naj bo y = f(x), kjer je f preslikava brez negibne
točke. Definiramo odprti poltrak z začetkom v točki y, ki poteka skozi točko x. Z
matematičnim zapisom lahko ta poltrak zapišemo kot p(λ) = y + λ · (x− y), kjer je
λ > 0. Preslikava p je zvezna, saj v njej nastopajo same zvezne preslikave, in dobro
definirana, saj je y različen od x za vsak x ∈ Bn. Zanima nas, za kateri λ bo ta
poltrak sekal Sn−1. Z drugimi besedami, izračunati moramo, kdaj bo norma slike
enaka 1. Računamo
1 = ∥p(λ)∥2 ,
1 = ⟨p(λ), p(λ)⟩,
1 = ⟨y + λ(x− y), y + λ(x− y)⟩,












⟨y, x− y⟩2 + ∥x− y∥2 (1− ∥y∥2)
∥x− y∥4





(⟨y, x⟩ − 1)2 + (1− ∥y∥2)(∥x∥2 − 1)
∥x− y∥4
− ⟨y, x− y⟩
∥x− y∥2
.
Izberemo pozitiven predznak, saj je izraz pod korenom po absolutni vrednosti večji
od izraza zunaj korena, λ pa mora biti pozitivno število. Tako dobimo dobro de-
finirano preslikavo r(x) = x + λ(f(x) − x), ki točki x priredi točko r(x) na Sn−1,
točke iz Sn−1 pa preslikava r preslika nazaj vase, kar se preprosto vidi, če v predpis
za preslikavo r vstavimo ∥x∥ = 1 in upoštevamo, da je izraz ⟨y, x⟩ − 1 ≤ 0. Naša
preslikava je torej iskana retrakcija, izrek pa je s tem dokazan. □
3. Simpleksi in simplicialni kompleksi
V tem poglavju bomo spoznali simplekse in simplicialne komplekse. Čeprav bo
morda izgledalo, kot da simplicialni kompleksi nimajo nobene povezave s prejšnjim
poglavjem, bomo ravno s pomočjo simplicialnih kompleksov in nekaj malega teorije
grafov, dokazali glavni izrek tega diplomskega dela. V tem poglavju bomo potrebo-
vali nekaj osnovnih pojmov afine geometrije, za katere ne predpostavljamo, da jih
bralec že pozna, pričakuje pa se poznavanje linearne algebre.
3.1. Simpleksi.
Definicija 3.1. Naj vektorji r⃗0, r⃗1, . . . , r⃗n ležijo v vektorskemu prostoru Rk. Mno-
žica {r⃗0, r⃗1, . . . , r⃗n} je afino neodvisna, če je množica {r⃗1 − r⃗0, r⃗2 − r⃗0, . . . , r⃗n − r⃗0}
linearno neodvisna.
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Za boljšo predstavo si lahko pogledamo sliko 3, ki prikazuje afino neodvisnost







Slika 3. Afina neodvisnost v R2.
Vidimo, da so r⃗0, r⃗1 in r⃗2 trije vektorji v R2. Iz njih smo tvorili nova vektorja,
tako da smo od slednjih dveh odšteli prvega. Dobili smo vektorja r⃗1 − r⃗0 in r⃗2 − r⃗0,
ki sta linearno neodvisna, torej je množica {r⃗0, r⃗1, r⃗2} afino neodvisna.
Od tu naprej bomo zaradi krajšega zapisa vektorje zapisovali brez puščič zgoraj.
Podobno kot linearno neodvisni vektorji napenjajo vektorske prostore, tudi afino
neodvisni vektorji napenjajo afine prostore. S preprostimi besedami bi lahko rekli,
da so afini prostori vektorski prostori, ki so za nek vektor a0 premaknjeni iz izhodišča.
Bolj matematično pa bi afine prostore lahko definirali na sledeč način.
Definicija 3.2. Naj bo V vektorski prostor, A ⊆ V vektorski podprostor in naj bo
b ∈ V vektor. Tedaj afin prostor B definiramo kot B = {b+ a | a ∈ A}.
Tako kot v vektorskih prostorih poznamo linearne preslikave, tudi v afinih pro-
storih poznamo afine preslikave. Te preslikave delujejo tako, da vektor najprej pre-
slikajo z linearno preslikavo, nato pa preslikani vektor še translirajo. Če gre za
translacijo za ničelni vektor, dobimo kar linearno preslikavo. V matematičnih ozna-
kah gre torej za preslikavo oblike x ↦→ Ax + b, kjer je A linearna preslikava, vektor
b pa je vektor translacije.
Sedaj smo opremljeni z ustreznimi pojmi, da lahko definiramo simplekse.
Definicija 3.3. Če so krajevni vektorji do točk a0, a1, . . . , ak v Rn afino neodvisni,
konveksno ogrinjačo teh točk imenujemo k-simpleks in ga označimo σ = a0a1a2 . . . ak.
Številu k rečemo dimenzija simpleksa, točkam a0, . . . , ak pravimo oglišča. Simpleks
ρ = b0b1 . . . bl je lice simpleksa σ, če je množica {b0, b1, . . . , bl} podmnožica množice
{a0, a1, . . . , ak}; pišemo b0b1 . . . bl < a0a1 . . . ak oz. ρ < σ. Licu, ki ga napenjajo
točke a1, . . . , ak, pravimo nasprotno lice oglišča a0.
Nekaj osnovnih simpleksov lahko vidimo na sliki 4.
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Slika 4. 0-, 1-, 2- in 3-simpleks.
Z drugimi besedami bi lahko simpleks a0a1 . . . an torej opisali kot množico vseh







i=0 ti = 1 in za vsak i = 0, . . . , n velja, da je ti ≥ 0. Ker so krajevni
vektorji točk a0, . . . , an afino neodvisni, je z vrednostmi t0, . . . , tn točka x natančno
določena. Zato številom t0, . . . , tn pravimo tudi baricentrične koordinate glede na
simpleks a0a1 . . . an.
Zgled 3.4. Prve tri primere s slike 4 opišimo z reformulirano definicijo.
0-simpleks : Gre za eno samo točko, zato zapišemo x = 1 · a0.
1-simpleks : vidimo, da gre za daljico. Vse točke na daljici lahko preprosto opišemo
z enačbo x = (1 − t)a0 + ta1, kjer t pripada intervalu [0, 1]. Vsota koeficientov je
očitno enaka 1, vse točke x te oblike pa res ležijo na daljici med a0 (pri t = 0) in a1
(pri t = 1).
2-simpleks : V tem primeru lahko do zapisa pridemo v dveh korakih. Najprej na
enak način kot v prejšnjem primeru opišemo eno daljico, nato pa si izberemo neko
točko na daljici in opišemo daljico med izbrano točko in ogliščem nasproti opisane
daljice.
To lahko zapišemo v formuli kot x = (1− t0)a0 + t0((1− t1)a1 + t1a2), kjer t0 in
t1 pripadata intervalu [0, 1]. ♢
Iz zgornje definicije lahko hitro dobimo nekaj lastnosti simpleksov:
• Baricentrične koordinate so zvezne glede na x, v smislu, da če fiksiramo točke
a0, . . . , an, gledamo ti(x) kot funkcijo spremenljivke x.
• Simpleks a0a1 . . . an je določen kot unija vseh daljic, ki povezujejo a0 s sim-
pleksom a1a2 . . . an. V to se lahko prepričamo na enak način kot smo to
storili v zgledu, kjer postopek induktivno prenesemo na poljubno dimenzijo.
• Simpleks a0a1 . . . an je kompaktna in konveksna množica v Rn, ki jo dobimo
kot presek konveksnih množic, ki vsebujejo točke a0, . . . , an.
• S točkami a0, . . . , an je simpleks natančno določen.
Še nekatere druge zanimive lastnosti in formalne utemeljitve omenjenih lahko
bralec najde v [4, stran 4 in 5].
3.2. Simplicialni kompleksi. V prejšnjem razdelku smo spoznali nekaj osnovnih
lastnosti simpleksov, zdaj pa naredimo korak dlje. Želeli bi si simplekse sestaviti
skupaj v nek nov objekt, s katerim bomo lahko modelirali tudi bolj zapletene objekte.
Natančneje, naša ideja bo, da določene objekte, ki niso nujno mnogoterosti, na
ustrezen način pokrijemo s simpleksi in s tem poenostavimo preučevanje zapletenih
objektov.
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Definicija 3.5. Množica simpleksov K v evklidskem prostoru Rn je simplicialni
kompleks, če zadošča zahtevam:
(1) Vsako lice simpleksa iz K je vsebovano v K.
(2) Presek poljubnih dveh simpleksov iz K je njuno skupno lice.
(3) Množica K je lokalno končno pokritje za telo simplicialnega kompleksa |K| =⋃︁
σ∈K σ.
Dimenzijo simplicialnega kompleksa definiramo kot supremum dimenzij vseh sim-
pleksov iz K.
Opomba 3.6. Če je K končna množica, je tretja točka vedno izpolnjena, dimenzija
pa je kar dimenzija največ dimenzionalnega simpleksa v kompleksu. Telesu simplici-
alnega kompleksa rečemo tudi politop, v primeru končne množice K pa bolj pogosto
uporabljamo izraz polieder.
Poglejmo si nekaj enostavnih primerov:
Primer 3.7. 1. Najbolj osnoven primer je simpleks sam skupaj z vsemi svojimi lici,
kot prikazuje slika 5. Torej je simpleks skupaj z vsemi svojimi lici tudi simplicialni
kompleks, v tem primeru dimenzije 2.
Slika 5. 2-simpleks.
2. Za naslednji primer vzamemo dva disjunktna simpleksa skupaj z vsemi lici
(glej sliko 6). Seveda je tudi to simplicialni kompleks dimenzije 2.
Slika 6. Dva disjunktna 2-simpleksa.
3. Naslednji primer prikazuje dva simpleksa, ki se stikata natanko v oglišču (glej
sliko 7). Tudi to je simplicialni kompleks, saj je točka – 0-simpleks – skupno lice
obeh simpleksov.
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Slika 7. Dva 2-simpleksa, ki se stikata v natanko enem oglišču.
4. Zadnji primer prikazuje dva simpleksa, ki se stikata v licu »manjšega« simpleksa
(glej sliko 8). To seveda ni simplicialni kompleks, saj njun presek ni lice »večjega«
2-simpleksa.
Slika 8. Nepravilno staknjena dva 2-simpleksa.
♢
Opomba 3.8. V tem delu se bomo ukvarjali zgolj s končnimi simplicialnimi kom-
pleksi. Nekaj o neskončnih simplicialnih kompleksih pa lahko bralec prebere v [4] in
[3].
V nadaljevanju bomo govorili tudi o zveznih preslikavah med poliedri. Da lahko
govorimo o zveznosti, je najprej potrebno poliedre opremiti s topologijo. Najbolj
enostavno poliedre opremimo z evklidsko topologijo podedovano iz Rn. Če vsak sim-
pleks v kompleksu K opremimo s podedovano topologijo, potem so zaprte množice
v poliedru |K| natanko tiste množice A, katerih presek z vsakim simpleksom σ ∈ K
je zaprt v σ.
O vrsti zanimivih topoloških lastnosti, ki jih poliedri ali politopi imajo, si bralec
lahko prebere v [4], nekaj pa tudi v [7].
Imejmo zdaj simpleksa σ = a0 . . . an in ρ = b0 . . . bm ter tako, ne nujno injektivno,
preslikavo f : {a0, . . . , an} → {b0, . . . , bm}, da točke f(a0), . . . , f(an) napenjajo sim-
pleks ρ = b0 . . . bm. Tedaj lahko preslikavo f razširimo do zvezne preslikave g, ki











pravimo simplicialna preslikava, porojena s f .
Prepričajmo se, da taka preslikava obstaja in da je zvezna. Naj točke a0, . . . , an
napenjajo simpleks σ in naj točke b0, . . . , bm napenjajo simpleks ρ. Naj bo f presli-
kava iz množice {a0, . . . , an} v množico {b0, . . . , bm} taka, da točke f(a0), . . . , f(an)
napenjajo ρ. Torej za x =
∑︁n
i=0 tiai v σ, kjer se koeficienti ti ≥ 0 za i = 0, . . . , n
seštejejo v 1, velja, da je njegova slika g(x) v simpleksu ρ, ki ga napenjajo točke
f(a0), . . . , f(an). Torej preslikava g preslika simpleks σ na simpleks ρ. Da je ta
preslikava zvezna, takoj sledi iz dejstva, da so baricentrične koordinate zvezne.
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Tako prelikavo lahko precej enostavno razširimo tudi na preslikave med poljubnimi
poliedri, saj lahko preslikavo definiramo na vsakem simpleksu v ustreznem simplici-
alnem kompleksu posebej. Taka preslikava bo tudi zvezna. Res, če je σ simpleks v
|K|, preslikava g pa slika iz |K| v |L| in je A zaprta množica v |L|, potem velja, da je
g−1(A)∩σ enaka prasliki (g|σ)−1(A), to pa je zaprta množica, saj je g|σ zvezna. Ker
simpleksi tvorijo lokalno končno pokritje poliedra, je tudi g−1(A) zaprta množica,
torej je g zvezna.
Opomba 3.9. Iz zgornjega razmisleka je jasno, da če je preslikava f bijektivna, je
simplicialna preslikava g, porojena s f , homeomorfizem.
Zgled 3.10. Naj bosta K in L poliedra, prikazana na sliki 9. Definiramo preslikavo
f po točkah:
f(a0) = b0, f(a1) = b1, f(a2) = b2, f(a3) = b2,
f(a4) = b2, f(a5) = b2, f(a6) = b2, f(a7) = b2.













Slika 9. Simplicialna preslikava med dvema poliedroma.
Opazimo, da se simpleks a0a1a2 preslika na simpleks b0b1b2, vsi ostali 2-simpleksi
pa se preslikajo bodisi v oglišče b2 bodisi na eno izmed lic b0b2 in b1b2. ♢
S tem zgledom pa smo tudi prišli do konca tega poglavja.
4. Posplošeni izrek o neobstoju retrakcije
V tem poglavju bomo posplošili izrek 2.7 iz drugega poglavja. Idejo želimo razširiti
na večji razred topoloških prostorov. Izkaže se, da se pri naši posplošitvi ekvivalenca
iz izreka 2.12 žal ne posploši, ampak je izrek navkljub temu zanimiv in vreden
obravnave. Naša posplošitev se bo nanašala na razred topoloških prostorov, ki so
homeomorfni poliedrom. Tako nam bodo orodja iz prejšnjega poglavlja prišla prav,
saj bomo celoten problem prevedli na poliedre. Predpostavili bomo, da naše poliedre
generirajo zgolj 2-simpleksi (in njihova lica), zato bomo v tem poglavju vsakič, ko
bomo govorili o dvodimenzionalnih poliedrih, imeli v mislih poliedre generirane iz
samih 2-simpleksov (in njihovih lic). Z drugimi besedami, vsak 0- in 1-simpleks, ki
se bo v kompleksu pojavil, bo pravo lice nekega 2-simpleksa.
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4.1. Rob mnogoterosti in poliedra. V izreku v naslednjem razdelku bomo iskali
retrakcijo iz poliedra na njegov rob. Tu se pojavi kar nekaj vprašanj. Če so topološki
prostori dovolj lepi, denimo homeomorfni krogli, je jasno, kaj vzeti za rob. Tudi če
je prostor neka mnogoterost, bomo kmalu videli, kaj vzeti za rob. Pri bolj splošnih
objektih, ki jih bomo obravnavali v tem poglavju, pa ne bo takoj jasno, kaj bi bilo
smiselno vzeti za rob.
Naša prva zahteva bo, da je rob zaprt. Jasno, če rob ne bi bil zaprt, niti ne
bi bilo upanja, da bi retrakcija lahko obstajala, saj vemo, da so retrakti zaprti v
Hausdorffovem prostoru (dokaz je zapisan v [5, izrek 2.2, (4)]). Želimo pa si tudi, da
bi naša definicija roba zapletenih objektov na mnogoterostih sovpadala z definicijo
roba mnogoterosti, kjer bo ključnega pomena, da je rob mnogoterosti tudi sam
mnogoterost, a brez roba. Dalje nas bo zanimalo, kako izbrati definicijo tako, da bo
dobro delovala tudi v povezavi s prostori, homeomorfnimi poliedrom.
Za začetek si poglejmo definicijo roba mnogoterosti dimenzije 2.
Definicija 4.1. Naj bo X mnogoterost dimenzije 2. Množico vseh točk x ∈ X,
ki nimajo nobene odprte okolice homeomorfne R2, označimo ∂X in imenujemo rob
mnogoterosti X.
Zgled 4.2. Enostaven primer mnogoterosti z robom dimenzije 2 je B2. Če si na
sliki 10 pogledamo točki a in b, lahko vidimo, da ima točka a okolico homeomorfno
R2, točka b pa okolico homeomorfno R2+ in nobene okolice homeomorfne R2. Zaradi
simetričnosti krogle, lahko vidimo, da so vse točke s takimi okolicami ravno točke
na S1, torej velja ∂B2 = S1.
a
b
Slika 10. B2 je mnogoterost.
♢
Opomba 4.3. Vidimo, da rob krogle (kot mnogoterosti) B2 sovpada s topološkim
robom krogle vložene v R2. Kar pa v splošnem ni vedno res. Pri topološkem
robu je definicija roba odvisna tudi od ambientnega prostora, medtem ko je rob
mnogoterosti odvisen le od mnogoterosti same in ne od prostora, v katerega je
mnogoterost (morda) vložena. Tako je na primer topološki rob B2 v topološkem
prostoru B2 prazen, saj je ves prostor odprta množica, medtem ko je rob krogle, kot
mnogoterosti, še vedno S1.
Sedaj pa bi radi prišli še do definicije roba simplicialnih kompleksov. Tako kot
v prejšnjem poglavju je smiselno najprej razmišljati o simpleksih. Tu je situacija
dokaj preprosta. Če si zamislimo 0-simpleks, je smiselno, da je rob prazen. Dalje,
če pogledamo 1-simpleks, imamo daljico. Smiselno je, da sta njen rob ravno oglišči
daljice. Stvar postane malo bolj zanimiva pri 2-simpleksih, saj bi tukaj radi vzeli
za rob vse 1-simplekse, ki naš 2-simpleks omejujejo. Pri tem je treba biti previden,
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saj bi radi, da je rob simpleksa simplicialni kompleks (analogija temu, da je rob
mnogoterosti dimenzije n tudi sam (n− 1)-dimenzionalna mnogoterost). Za rob n-
simpleksa tako vzamemo množico vseh pravih lic danega simpleksa in tako dobimo
(n− 1)-dimenzionalni simplicialni kompleks.
V prejšnjem poglavju smo videli, da so se definicije iz simpleksov dokaj enostavno
in naravno razširile na simplicialne komplekse. Tokrat temu žal ni tako. Potrebno
je nekaj previdnosti, saj za rob ni smiselno vzeti kar unije robov vseh simpleksov
iz danega simplicialnega kompleksa, saj se nam s tem zatakne že pri obravnavi zelo
enostavnih primerov.
Če si pogledamo kroglo B2, je homeomorfna simpleksu a0a1a2 in tudi simplicial-








Slika 11. B2, a0a1a2 in D.
Kaj pa rob? V prvem primeru je rob krogle res homeomorfen robu simpleksa
a0a1a2, v drugem primeru pa to ne velja. Če bi namreč vzeli vsa prava lica simpleksov
simplicialnega kompleksa D in odstranili oglišči b0 in b1, bi prostor razpadel na 3
kose, medtem ko bi pri S1 prostor razpadel na 2 kosa.
Ko opazujemo simplicialni kompleks D še nekoliko dalje, opazimo, da so vsi 1-
simpleksi, razen simpleksa b0b1, vsebovani v natanko enem 2-simpleksu, medtem
ko je simpleks b0b1 vsebovan v dveh 2-simpleksih. Tako bi lahko naivno rekli, da
je rob dvodimenzionalnega simplicialnega kompleksa sestavljen natanko iz tistih 1-
simpleksov, ki so vsebovani v natanko enem 2-simpleksu, tisti 1-simpleksi, ki pa so
vsebovani v dveh 2-simpleksih, pa so v notranjosti. Žal se bo izkazalo, da to še
vseeno ni čisto dovolj.
Do sedaj še nismo nikjer uporabili naše zahteve, da želimo rob, ki ne bo imel roba.
Če si zamislimo simplicialni kompleks E, kot je na sliki 12, bi dobili rob, ki vsebuje
tudi oglišče a2. To je vsebovano v štirih 1-simpleksih. Torej po zgornjem predlogu
definicije, te točke ni možno »uvrstiti« niti med notranje niti med robne točke. Zato








Slika 12. Simplicialni kompleks E.
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Sedaj pa se lahko vprašamo, kaj to pomeni za dvodimenzionalne simplicialne
komplekse. Zamislimo si malo bolj zanimiv primer (slika 13). Kaj bi tukaj vzeli
za rob? Morda bi hoteli imeti vse 1-simplekse, razen morda tistega, ki je vsebovan
v vseh treh 2-simpleksih. Kaj pa bi to pomenilo za oglišče v? V robu danega
simplicialnega kompleksa bi bilo oglišče v vsebovano v treh 1-simpleksih, torej bi to
pomenilo, da je oglišče v na robu roba. To bi pomenilo, da rob roba ni nujno prazen.
V izogib temu v rob kompleksa raje vzamemo tudi ta 1-simpleks, ki je vsebovan v
treh 2-simpleksih. Lahko bi nadaljevali naprej in si predstavljali 3 ali 4 ali pa še več
2-simpleksov s skupnim vrhom in vsakič bi si želeli to oglišče v robu. Na enak način
kot tokrat lahko gledamo več 2-simpleksov staknjenih skupaj v 1-simpleksu. Tako
lahko pridemo do naslednje (prave) definicije.
Slika 13. Trije 2-simpleksi s skupnim 1-simpleksom.
Definicija 4.4. Naj bo K dvodimenzionalni simplicialni kompleks. Rob simplici-
alnega kompleksa K je podmnožica K, ki sestoji iz vseh 1-simpleksov (in njihovih
lic), ki so lica liho mnogo 2-simpleksov. Rob označimo z BdK.
Poglejmo, kaj definicija pomeni na preprostem zgledu.
Zgled 4.5. Z rdečo barvo so na sliki 14 označeni vsi 1-simpleksi in 0-simpleksi, ki
sestavljajo rob simplicialnega kompleksa.
Slika 14. Rob simplicialnega kompleksa.
♢
Zdaj bomo stopili korak dlje in se lotili bolj splošnih topoloških prostorov. Natanč-
neje, lotili se bomo prostorov, ki so homeomorfni dvodimenzionalnim poliedrom. Z
drugimi besedami, ukvarjali se bomo s topološkimi prostori, ki se jih da triangulirati.
Za začetno motivacijo in boljšo predstavo, kaj imamo v mislih, si lahko pogledamo
nekaj primerov.
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Primer 4.6. 1. Najbolj osnoven primer je kar B2, ki je homeomorfen poliedroma
na sliki 11.
2. Denimo da imamo dve krogli B2 in ju »staknemo« v eni robni točki. Prostor,
ki ga dobimo, ni mnogoterost, je pa vseeno homeomomorfen dvodimenzionalnemu
poliedru. Konkretno, na primer poliedru na sliki 12 ali sliki 14.
3. Čeprav delamo le z 2-simpleksi, pa lahko z njimi preidemo tudi v višje dimenzije
(v prostore, ki jih navadno gledamo kot ploskve v R3). Na primer S2 je prav tako
prostor homeomorfen dvodimenzionalnemu poliedru. Homeomorfen polieder bi bil
na primer rob tetraedra.
4. Lahko imamo tudi podprostore prostora R3, ki niso mnogoterosti, kot prikazuje
slika 15.
Slika 15. Tri kopije B2 zlepljenje vzdolž roba.
Temu objektu homeomorfen dvodimenzionalni polieder bi bil prostor, ki ga do-
bimo, če staknemo dva tetraedra (brez notranjosti) vzdolž ene ploskve. ♢
Naslednja stvar, ki nas bo zanimala v povezavi s tovrstnimi objekti, je njihov rob.
Definirali bomo rob tako, da se bosta definiciji na mnogoterostih ujemali, hkrati pa
bo ta rob homeomorfen robu homeomorfnega poliedra, ki ga določa rob ustreznega
simplicialnega kompleksa.
Za začetek si definirajmo razred topoloških prostorov, ki bo igral ključno vlogo v
definiciji roba.
Definicija 4.7. Za vsako nenegativno celo število i naj bo Ti prostor, ki ga dobimo
tako, da zlepimo i kopij intervala [0, 1) v točki {0} (T0 = {0}). Točko, kjer se
polodprti intervali staknejo, označimo z {∗}.
Zgled 4.8. Poglejmo si prostore Ti za prvih nekaj indeksov i (slika 16).
* * * *
Slika 16. T0, T1, T2 in T3.
Prostor T3 pomnožimo z intervalom (−1, 1) in tako dobimo prostor, kot ga prika-
zuje slika 17. V nadaljevanju nas bodo v resnici zanimali tovrstni prostori.
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Slika 17. T3 × (−1, 1).
♢
Spomnimo se, da je realen evklidski polprostor R2+ homeomorfen odprti polkrogli
◦
B2+ = {x ∈ R2+ | ∥x∥ < 1}. Če to upoštevamo in skozi te oči pogledamo na prostore
Ti × (−1, 1), bomo hitro opazili, da T1 × (−1, 1) predstavlja ravno okolice, kakršne
so bile na sliki 10, predstavljene kot okolice robne točke, če interval {∗} × (−1, 1)
nekoliko ukrivimo, kar pa jasno lahko naredimo homeomorfno. Če pa pogledamo
prostore T2 × (−1, 1), pa opazimo, da dobimo ravno odprte okolice notranje točke,
v smislu slike 10. Opazimo torej, da gre v resnici za posplošitev odprtih evklidskih
okolic, kakršnih smo vajeni iz mnogoterosti.
Če definicijo povežemo še z definicijo roba dvodimenzionalnega simplicialnega
kompleksa, vidimo, da bodo za lihe indekse i, prostori Ti × (−1, 1) predstavljali
okolice skoraj vseh robnih točk. Katere nam manjkajo? Manjkajo nam točke, kot
je na primer oglišče a2 v simplicialnem kompleksu na sliki 12. Da zajamemo tudi to
točko, bomo najprej naredili ustrezno unijo, nato pa vzeli zaprtje (želimo, da je rob
zaprta množica).
Tako lahko formuliramo naslednjo definicijo.
Definicija 4.9. Naj bo topološki prostor X homeomorfen dvodimenzionalnemu po-
liedru. Za vsako nenegativno celo število r označimo s Cr(X) podmnožico X, za
katero velja
Cr(X) = {x ∈ X | Pr(x)},
kjer Pr(x) pomeni, da ima točka x okolico homeomorfno Tr × (−1, 1), kjer homeo-








kjer cl pomeni zaprtje.
Opomba 4.10. Oznaka ∂X je upravičena, saj smo prej razmislili, da na mnogote-
rostih (dimenzije 2) okolice točk predstavljajo ravno okolice Ti × R za i = 1, 2, za
i ̸= 1, 2, pa okolice ne morejo predstavljati okolice na mnogoterostih.
Z uporabo te definicije lahko sedaj določimo rob prostora s slike 15. Na sliki 18
je z rdečo obarvan rob. Vidimo, da je to ravno skupen rob vseh treh krogov. Da pa
so te točke res robne, ponazarja okolica, ki je homeomorfna T3 × (−1, 1). Vse ostale
točke pa so bodisi na S2, ki nima roba, bodisi v notranjosti B2, ki je odprta množica,
v smislu naše definicije, imajo vse ostale točke okolice homeomorfne okolicam T2×R.
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Slika 18. Rob prostora na sliki 15.
4.2. Formulacija in dokaz izreka. V tem razdelku je naš cilj posplošiti izrek 2.7,
in sicer v naslednjem izreku.
Izrek 4.11. Naj bo prostor X homeomorfen dvodimenzionalnemu poliedru. Tedaj
ne obstaja retrakcija r : X → ∂X.
Na prvi pogled bo dokaz morda zgledal čisto drugače kot je zgledal dokaz izreka
2.7 v drugem poglavju, saj smo tam namesto zvezne raje iskali gladko retrakcijo, tu
pa bomo objekte naredili bolj grobe, v smislu, da jih bomo obravnavali kot poliedre.
Potem pa bomo z nekaj truda prišli do podobnega sklepa kot v osnovnem primeru.
Tam smo na koncu prišli do krivulj z eno robno točko, ki bi morale biti homeomorfne
zaprtemu intervalu ali krožnici, tu pa bomo problem prevedli na teorijo grafov in
imeli težavo z drevesi, ki bi se morala »vrniti« nazaj na rob. Lahko bi rekli, da v
dokazu ključno vlogo odigra naslednja lema iz teorije grafov.
Lema 4.12. Naj bo G končen graf (v smislu teorije grafov). Tedaj je število vozlišč
grafa G, ki so vsebovana v liho mnogo povezavah, sodo.
Dokaz leme je res enostaven, saj uporabi le lemo o rokovanju, vendar glede na to,
da igra ključno vlogo v dokazu izreka, se ga spodobi dokazati.
Dokaz. Naj bo G graf in naj |E| označuje število povezav in deg(v) naj označuje
stopnjo vozlišča v ∈ V , kjer je V množica vozlišč grafa G. Tedaj velja∑︂
v∈V
deg(v) = 2|E|.
Vsoto na levi strani razdelimo na dve vsoti, in sicer na vsoto vozlišč lihih stopenj in























Na levi strani enačbe imamo vsoto sodih števil, torej sodo število, na desni strani
enačbe pa vsoto lihih števil. Vsota lihih števil je soda le, če je seštevancev sodo
mnogo. Zaključimo, da je torej vozlišč lihe stopnje sodo mnogo. □
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V dokazu glavnega izreka bomo potrebovali tudi pojem subdivizije simplicialnega
kompleksa. Bralec je seznanjen, kaj je subdivizija v smislu teorije grafov in si lahko
misli, da je subdivizija simplicialnega kompleksa nekaj zelo podobnega.
Subdivizija simplicialnega kompleksa je pravzaprav »deljenje« simpleksov simpli-
cialnega kompleksa na več manjših simpleksov, pri čemer na novo pridobljeni simpli-
cialni kompleks predstavlja isti polieder kot stari. V tem delu se bomo ukvarjali le
s posebnim primerom subdivizije, tj. baricentrična subdivizija, zato bomo definirali
le to.
Za definicijo bomo potrebovali pojem baricentra oziroma težišča. Naj bo σ =
a0 . . . an n-simpleks z oglišči a0, . . . , an. Označimo baricenter oziroma težišče sim-
pleksa σ kot b(σ), ki ga podaja zveza
b(σ) =
a0 + · · ·+ an
n+ 1
.
Jasno je, da za vsak i = 0, . . . , n množica točk {b(σ), a0, . . . , âi, . . . , an}, kjer âi
pomeni, da je i-ta točka izpuščena, napenja nek n-simpleks.
Definirali bomo baricentrično subdivizijo za simplekse, baricentrično subdivizijo
za simplicialni kompleks K pa dalje dobimo tako, da naredimo baricentrično sub-
divizijo na vsakem simpleksu v K posebej. Baricentrično subdivizijo simpleksa σ
bomo označili s σ′.
Definicija 4.13. Naj bo σ = a0 . . . an n-simpleks in naj bo
σ̇ = {a0 . . . âi . . . an | i = 0, . . . , n}
množica vseh (n− 1)-simpleksov, ki so lica simpleksa σ. Najprej definiramo a′i = ai
za vsak 0-simpleks ai, kjer je i = 0, . . . , n. Dalje predpostavimo, da smo že definirali





Končno baricentrično subdivizijo σ′ definiramo kot množico vseh n-simpleksov
oblike b(σ)τ skupaj z vsemi pravimi lici simpleksov b(σ)τ , kjer je τ (n− 1)-simpleks
v σ̇′.
Da bi definicijo bolje razumeli, poglejmo naslednji zgled.
Zgled 4.14. Denimo, da imamo 2-simpleks σ = a0a1a2 in želimo določiti njegovo
baricentrično subdivizijo. Za večjo preglednost bomo pisali b(ai) = ai, b(aiaj) = ai,j
in b(aiajak) = ai,j,k. Po zgornji definiciji najprej določimo subdivizijo oglišč a0,
a1 in a2, kar so kar ta oglišča sama. V naslednjem koraku določimo baricentrično
subdivizijo 1-simpleksov, torej »povežemo« oglišča z baricentri 1-simpleksov in dalje
dobimo
σ̇′ = {a0; a0,1; a1; a1,2; a2; a0,2; a0a0,1; a0,1a1; a1a1,2; a1,2a2; a2a2,0; a2,0a0}.
Na koncu vsak simpleks v σ̇′ »povežemo« z baricentrom 2-simpleksa σ in dobimo
množico
{a0a0,1,2; a0,1a0,1,2; a1a0,1,2; a1,2a0,1,2; a2a0,1,2; a0,2a0,1,2;
a0a0,1a0,1,2; a0,1a1a0,1,2; a1a1,2a0,1,2; a1,2a2a0,1,2; a2a2,0a0,1,2; a2,0a0a0,1,2},
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ko pa dodamo še vsa lica, dobimo baricentrično subdivizijo
σ′ = {a0; a0,1; a1; a1,2; a2; a0,2; a0,1,2;
a0a0,1; a0,1a1; a1a1,2; a1,2a2; a2a2,0; a2,0a0;
a0a0,1,2; a0,1a0,1,2; a1a0,1,2; a1,2a0,1,2; a2a0,1,2; a0,2a0,1,2;
a0a0,1a0,1,2; a0,1a1a0,1,2; a1a1,2a0,1,2; a1,2a2a0,1,2; a2a2,0a0,1,2; a2,0a0a0,1,2}
Slika 19 še grafično prikazuje baricentrično subdivizijo 2-simpleksa a0a1a2. Iz tega



















Slika 19. Baricentrična subdivizija.
♢
Opomba 4.15. Če imamo simplicialni kompleks K, potem njegovo subdivizijo
označimo s K ′. Jasno je, da bi lahko na novem simplicialnem kompleksu K ′ po-
novno naredili subdivizijo in postopek ponavljali. Tako na primer m-to subdivizijo
označimo s K(m).
Opazimo, da simplicialni kompleks, ki smo ga dobili s subdivizijo, določa isti
polieder. To v resnici sledi iz definicije točk b(σ) zgoraj, saj če pogledamo koeficiente
pred posameznimi točkami ai, so vsi pozitivni, njihova vsota pa je enaka 1, kar
pomeni, da se točka nujno nahaja na simpleksu, ki ga nabor točk ai napenja.
Dalje smo opazili, da je polieder, ki smo ga pridelali s subdivizijo, enak poliedru, ki
ga določa začetni simpleks. To pa pomeni, da se rob poliedra z uporabo subdivizije
ne spremeni.
Da motiviramo vpeljavo subdivizije, moramo spoznati pojem premera 2-simpleksa,
to je največja razdalja med vsemi pari točk v simpleksu, kar pa je ravno dolžina
najdaljšega 1-simpleksa, kjer razdaljo merimo v običajni evklidski razdalji. Dalje
mrežni premer dvodimenzionalnega simplicialnega kompleksa K definiramo kot naj-
večji premer vseh njegovih 2-simpleksov. Mrežni premer simplicialnega kompleksa
bomo označili z ρ(K).
Tu velja pomembna ocena, ki nam pove, da lahko z zaporedno uporabo baricen-
trične subdivizije mrežni premer poliedra poljubno zmanjšamo. In sicer za dvodi-
menzionalni simplicialni kompleks K velja
ρ(K ′) ≤ 2
3
ρ(K).
V to se ni težko prepričati, saj vemo, da je težiščnica krajša od obeh stranic iz
izbranega oglišča, težišče pa jo razdeli v razmerju 2 : 1. Zato je vsak 1-simpleks
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v K ′ gotovo krajši od dveh tretjin najdaljšega 1-simpleksa v K, zato naša ocena
velja. Če bi torej zaporedno izvajali več baricentričnih subdivizij, bi dobili enakost
ρ(K(m)) ≤ (2
3
)mρ(K), kar pomeni, da lahko mrežni premer simplicialnega kompleksa,
poljubno zmanjšamo.
Opomba 4.16. Za n-simplekse velja ocena ρ(K(m)) ≤ ( n
n+1
)mρ(K), za kar lahko
bralec najde dokaz v [8, trditev I.2].
Preden se lotimo dokaza izreka, si poglejmo še eno enostavno lemo, ki jo bomo
potrebovali.
Lema 4.17. Naj bo A surjektivna afina prelikava iz 2-simpleksa a0a1a2 na najkrajšo
daljico d, ki vsebuje slike vseh točk. Tedaj so praslike točk A−1({y}), za y ∈ d,
vzporedne daljice (glej sliko 20).
Dokaz. Naj bo A afina preslikava iz 2-simpleksa a0a1a2 na daljico d. Brez škode za
splošnost lahko predpostavimo, da je a0 koordinatno izhodišče (s tem bo preslikava A
kar linearna) in da 2-simpleks leži v ravnini R2, sicer uporabimo translacijo za vektor
−a0, da 2-simpleks prestavimo v izhodišče in ustrezne rotacije okoli koordinatnih
osi, da tretja koordinata postane 0 pri vseh ogliščih. Ker je a0 koordinatno izhodišče,
bo tudi daljica d potekala skozi koordinatno izhodišče.
Naj bo A(a1) = a′1 in A(a2) = a′2. Ker se 2-simpleks preslika surjektivno na
daljico, se vsaj eno oglišče ne preslika v izhodišče. Denimo, da je to oglišče a1, torej
a′1 ̸= 0. Ker slike vseh točk ležijo na isti daljici skozi koordinatno izhodišče, lahko
pišemo a′2 = ka′1, za neko realno število k. Izberimo poljuben y na daljici d. Velja,
da je y = ta′1. Dalje naj bo a3 = αa1 + βa2 v prasliki točke y. Tedaj velja
ta′1 = Aa3 = A(αa1 + βa2)
= αa′1 + βka
′
1
= (α + βk)a′1,
od koder dobimo zvezo α = t− βk. Če vstavimo to zvezo v a3, dobimo
a3 = ta1 + (a2 − ka1)β,
kar pa je premica s smernim vektorjem a2 − ka1 in začetkom v točki ta1. Smerni







Slika 20. Praslike točk so vzporedne daljice.
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Zdaj smo si pripravili vsa ustrezna orodja in lahko končno dokažemo izrek 4.11.
Dokaz bo potekal s kontrapozicijo. Predpostavili bomo obstoj retrakcije, potem pa
v dveh korakih izpeljali protislovje. Ideja bo, da v prvem koraku poiščemo neko
točko, katere praslika bo enoelementna množica, v drugem koraku pa pokažemo, da
praslika te množice vsebuje sodo mnogo točk, kar bo naše iskano protislovje.
Dokaz izreka 4.11. Naj bo X prostor homeomorfen poliedru |K|, za nek dvodimen-
zionalni simplicialni kompleks K. Ker je ∂|K| = |BdK|, je dovolj dokazati, da ne
obstaja retrakcija r : |K| → |BdK|. Res, če je h : X → |K| homeomorfizem, je
h−1 ◦ r ◦ h : X → ∂X retrakcija prostora X na njegov rob.
Predpostvimo, da BdK ̸= ∅, saj v nasprotnem primeru ne obstaja nobena presli-
kava iz prostora |K| na njegov rob. Dalje privzamemo, da retrakcija na rob obstaja.
1. korak: Naj bo T enakostranični trikotnik s stranico dolžine 1. Označimo z η
stranico trikotnika T in z w oglišče, ki ni vsebovano v η. V simplicialnem kompleksu
K nato izberemo 1-simpleks σ, ki pripada BdK. Ta obstaja, saj smo predpostavili,
da rob ni prazen. Definiramo preslikavo f , ki množico oglišč simplicialnega komple-
ksa K preslika na oglišča enakostraničnega trikotnika T , na sledeči način; oglišči, ki
sta vsebovani v σ, se preslikata v oglišči, ki omejujeta stranico η, vsa ostala oglišča
pa se preslikajo v oglišče w. Preslikavo f nato razširimo do simplicialne preslikave g
iz celotnega poliedra |K| na trikotnik T . Ker je g simplicialna preslikava, je zvezna,
prav tako pa se vsa oglišča in 1-simpleksi iz K preslikajo v rob trikotnika T . Še več,
edini 1-simpleks, ki se preslika na stranico trikotnika η, je 1-simpleks σ. Spomnimo,
da smo primer take preslikave videli na sliki 9, ki si jo za osvežitev spomina na
tem mestu bralec lahko pogleda še enkrat. Definiramo preslikavo r′ = g ◦ r, ki je
zvezna, saj je kompozitum zveznih preslikav. Ker je preslikava r retrakcija, torej
r preslika |K| na |BdK|, preslikava r′ preslika |K| na rob trikotnika T . Ker pa je
retrakcija r na robu |K| identiteta, je praslika stranice η na robu natanko 1-simpleks
σ ((r′||BdK|)−1(η) = σ). Res, preslikava r na |BdK| ne naredi ničesar, preslikava g
pa na stranico η preslika natanko 1-simpleks σ.
Ugotovili smo, da je r′ zvezna preslikava. Jasno je tudi, da je prostor |K| kom-
pakten, saj je končna unija simpleksov, ki so kompaktni. Zaključimo, da je torej |K|
kompakten podprostor evklidskega prostora. Vemo, da je vsaka zvezna preslikava na
kompaktu tudi enakomerno zvezna, zato je taka tudi preslikava r′. Torej za ε = 1/8
lahko izberemo tak δ, da bo za vsaki dve točki x in y iz poliedra |K|, ki sta razma-
knjeni za manj kot δ, veljalo, da sta njuni sliki s preslikavo r′, torej r′(x) in r′(y),
razmaknjeni za manj kot 1/8. Prej smo razmislili, da vedno obstaja dovolj velik
m, da z m zaporednimi baricentričnimi subdivizijami simplicialnega kompleksa K
lahko dosežemo, da je mrežni premer poljubno majhen. Naj bo torej L = K(m) taka
baricentrična subdivizija, da je mrežni premer simplicialnega kompleksa L manjši
kot δ. Ker subdivizija L določa isti polieder kot simplicialni kompleks K, je |BdL|
kar enak |BdK|.
Definirajmo simplicialno preslikavo ϕ : |L| → T , ki je porojena s preslikavo r′
zoženo na oglišča subdivizije L. Kaj s tem dobimo? Preslikava r je identiteta na
|BdK|, torej tudi na |BdL| in ker preslikava r′ preslika polieder |K| na rob trikotnika
T , se vsa oglišča iz subdivizije L in vsi 1-simpleksi na BdL preslikajo v rob trikotnika
T . Ne velja pa to za vse 1-simplekse v |L|. Primer pokaže slika 21.
Vseeno pa z upoštevanjem definicije L in dejstva, da je preslikava ϕ simplicialna
preslikava, velja, da se vsak 2-simpleks v L preslika bodisi v rob trikotnika T bodisi
v enakostranični trikotnik s stranico dolžine
√





Slika 21. Ni res, da se vsak 2-simpleks v L preslika na ∂T .
trikotnika T . Res, zaradi takega izbora subdivizije L, sta sliki vsakega para oglišč
istega 2-simpleksa, oddaljeni za največ 1/8. Torej, če se oglišči ne preslikata v isto
stranico trikotnika, sta vsebovani v enakostraničnem trikotniku s stranico dolžine√
3/12 (višino 1/8) in vrhom v enem izmed oglišč trikotnika T . Slika 22 prikazuje,
kam (poleg roba) se še lahko preslika polieder |L|.
Izberimo si točko y na stranici η, ki ni slika nobenega 0-simpleksa iz L in je od
razpolovišča stranice η oddaljena za manj kot 1/8. Taka točka obstaja, saj je ta del
daljice povezan, 0-simpleksov v L pa je le končno mnogo. Tak y tudi zagotovo ne
leži v nobenem izmed rdečih trikotnikov na sliki 22.
Ker r′ preslika 1-simpleks σ na stranico η homeomorfno in ker je (r′||BdK|)−1(η) =




Slika 22. Možna slika poliedra |L| s preslikavo ϕ in izbrana točka y.
2. korak: Glede na izbiro točke y in glede na to, da je preslikava ϕ simplicialna
preslikava, lahko prasliko točke y s preslikavo ϕ razumemo kot graf G, kjer vozli-
šča predstavljajo neprazni preseki praslike ϕ−1({y}) in 1-simpleksov simplicialnega
kompleksa L, povezave med vozlišči pa določajo neprazni preseki praslike ϕ−1({y})
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in 2-simpleksov simplicialnega kompleksa L. Iz izbora točke y je jasno, da je pra-
slika množice {y} vedno v notranjosti 1-simpleksa, saj y ni slika nobenega oglišča
iz L. Velja tudi, da vsak 2-simpleks v L vsebuje kvečjemu eno povezavo, kar sledi
iz linearnosti simplicialne preslikave in leme 4.17. Primer takega grafa lahko vidimo
na sliki 23.
y
Slika 23. Primer grafa G je obarvan z rdečo, graf pa se nadaljuje.
Izberimo si vozlišče v grafa G. Vemo, da v pripada prasliki ϕ−1({y}) in da leži v
notranjosti nekega 1-simpleksa v L. Ta simpleks označimo z e. Naj bo τ 2-simpleks v
L, ki vsebuje e (takih 2-simpleksov je lahko več). Ker smo točko y izbrali dovolj stran
od rdeče obarvanih trikotnikov na sliki 22 in ker je premer preslikanega simpleksa τ
s preslikavo ϕ manjši kot 1/8, je slika ϕ(τ) v celoti vsebovana v stranici η trikotnika
T . Torej τ vsebuje povezavo grafa G. Torej velja, da je število povezav grafa G,
ki vsebujejo vozlišče v, enako številu 2-simpleksov v L, ki vsebujejo 1-simpleks e.
Po definiciji BdL, sledi, da je 1-simpleks e v robu natanko tedaj, ko je vsebovan v
liho mnogo 2-simpleksih, kar pa je natanko tedaj, ko je vozlišče v vsebovano v liho
mnogo povezavah grafa G.
Velja torej, da je število vozlišč grafa G, ki so vsebovana v liho mnogo povezavah,
enako številu točk v prasliki (ϕ||BdL|)−1({y}) točke y s preslikavo ϕ. Ampak G je
graf, torej je število vozlišč, ki so vsebovana v liho mnogo povezavah, sodo po lemi
4.12. Torej je število točk v prasliki (ϕ||BdL|)−1({y}) točke y s preslikavo ϕ sodo.
V prvem koraku smo torej pokazali, da če retrakcija obstaja, imamo v prasliki
(ϕ||BdL|)−1({y}) točke y s preslikavo ϕ natanko eno točko, v drugem koraku pa, da
je točk v tej isti množici sodo mnogo, kar pomeni, da smo prišli v protislovje, torej
retrakcija r ne more obstajati in dokaz je tako zaključen. □
Naš rezultat je jasno posplošitev izreka 2.7, saj smo videli, da je krogla B2 home-
omorfna trikotniku, torej 2-simpleksu. Se pa s to posplošitvijo žal ne posploši tudi
ekvivalenca iz izreka 2.12. To lahko predstavimo s preprostim zgledom.
Zgled 4.18. Oglejmo si kolobar, ki ga trianguliramo, kot prikazuje slika 24. Jasno je,
da je tak kolobar dvodimenzionalni polieder. Iz izreka sledi, da ne obstaja retrakcija
na rob, ki je na sliki obarvan z rdečo. Če bi veljala ekvivalenca iz izreka 2.12, bi
morala za vsako zvezno preslikavo kolobarja samega nase obstajati negibna točka.
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V tem primeru pa si ni težko zamisliti zvezne preslikave, za katero negibna točka ne
obstaja. En primer je na primer netrivialna rotacija okoli točke s (recimo rotacija
za kot π/2). Rotacija je jasno zvezna preslikava, hkrati pa na mestu ostane le os
rotacije, ki pa v našem primeru ni del kolobarja.
s
Slika 24. Trianguliran kolobar.
♢
Vseeno pa ta posplošeni izrek prinaša tudi eno zelo pomembno posledico. Ker
vemo, da se vsako kompaktno ploskev X z robom da triangulirati, takoj iz izreka
4.11 sledi naslednja posledica.
Posledica 4.19. Naj bo X kompaktna ploskev z robom. Tedaj ne obstaja retrakcija
iz ploskve X na njen rob ∂X.
5. Zaključek
Prišli smo do konca tega dela. Čeprav je bil naš dokaz v prejšnjem razdelku ome-
jen le na dve dimenziji, lahko podobni razmisleki privedejo do podobnih rezultatov
tudi v višjih dimenzijah. Vse, kar je potrebno storiti, je, da pojme, ki smo jih za-
radi enostavnosti definirali zgolj za dvodimenzionalne poliedre, prenesemo povsem
analogno tudi na višje dimenzije (pri tem je v veliko pomoč [4], [3] in [8]). Dokaz
potem teče povsem enako, kjer pojme, ki zadevajo dvodimenzionalne poliedre na-
domestimo z ustreznimi pojmi za n-dimenzionalne poliedre. Graf, ki ga dobimo, je
še vedno istega tipa, kot je bil v našem primeru in zato lahko ponovno uporabimo
lemo 4.12.
Naš dokaz je zanimiv z vidika, da je zelo elementaren. Novih pojmov ni težko
osvojiti, hkrati pa so precej oprijemljivi in lahko predstavljivi, čeprav je njihova
formalna formulacija včasih precej tehnična.
Zanimiva pa je tudi interdisciplinarnost, ki se je v delu pokazala. V osnovnem
izreku smo topološki problem prevedli na analitičen problem z zametki analize na
mnogoterostih, pri posplošitvi pa smo postopali z geometrijskimi in topološkimi
pristopi, za zaključek pa smo uporabili tudi dejstva iz teorije grafov.
Obstaja še nekaj drugih dokazov, ki jih avtor navaja v članku [1] in se poslužujejo
bolj zapletenih in abstraktnih pojmov, ki smo jih mi v uvodu tega dela le omenili.




affine independence afina neodvisnost – če so točke a1 − a0, . . . , an − a0 linearno
neodvisne, so točke a0, a1, . . . , an afino neodvisne
affine space afin prostor – vektorski prostor transliran za nek vektor
baricentric subdivision baricentrična subdivizija – deljenje simpleksov v manjše
simplekse, ki predstavljajo isti polieder
boundary of manifold rob mnogoterosti – unija točk, ki nimajo okolice homeo-
morfne Rn
boundary of simplicial complex rob simplicialnega kompleksa – množica vseh
(n− 1)-simpleksov, ki so vsebovani v liho mnogo n-simpleksih
computational topology računska topologija – interdisciplinarna veja med ma-
tematiko in računalništvom
contractible kontraktibilno – možnost zvezne »skrčitve« v točko
diameter of simplex premer simpleksa – najdaljša razdalja med poljubnima toč-
kama v simpleksu
fixed point negibna točka – točka, ki se preslika sama vase
homology group homološka grupa
manifold mnogoterost – topološki prostor lokalno homeomorfen Rn ali Rn+
mesh of simplicial complex mrežni premer simplicialnega kompleksa – največji
premer simpleksa v danem simplicialnem kompleksu
polyhedron polieder – unija vseh simpleksov danega končnega simplicialnega kom-
pleksa
polytope politop – večrazsežni analog mnogokotnika, ki je lahko tudi neomejen
retraction retrakcija – zvezna preslikava X → A, kjer je A ⊆ X, ki je identiteta
na A
simplex simpleks – konveksna ogrinjača afino neodvisnih vektorjev
simplicial complex simplicialni kompleks – množica simpleksov
simplicial map simplicialna preslikava – preslikava med simpleksoma, določena s
slikami 0-simpleksov
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